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Abstract: Education materials of pendulums are reexamined as a candidate for the service seminar to be held at secondary and

elementary schools. A simple pendulum will be taught to the fifth grade students at elementary schools as a major subject of

science, thus new feasibility studies on the teaching plans are much made in the 2009 academic year. Pendulum snake, which

consists of ten simple pendulums of prescribed length and was recently provided by Prof.Doherty, is now adopted as a very nice

device for various experiments in the service seminar. Before opening the seminar, some apparatuses of snake pendulum were

made up with various parts and are tested in detail on account of theoretical results and with numerical simulations, which is

reported in the fore part of the present paper. In the latter part, three oscillation modes of a bifilar pendulum are experimentally

checked in comparison with the periods estimated theoretically by the linear oscillation theory. The agreement is sufficient in

demonstrations, but the device will be improved to hold higher resolution which is available for the service seminar.

Keywords:Education Materials for Service Seminar, Pendulum Snake, Device for Multimedia Education Tool, Periodic and

Chaotic Motion, Bifilar Suspension Pendulum

1 はじめに

小・中学校への出前授業の題材の一つとして「振子」に取組

んでいる[1]．振子は，身近で観察・実験できる力学現象で

あり，以前から小学校の教材に組込まれている．特に 2009

年 4月 1日より小学校の「新しい学習指導要領[2] の先行実

施」が始まっており，その理科の実態を調査・研究して，そ

の振子の教程に出前授業を適合させる必要がある．また，

小学校の教程が中学校でどのように展開され，高専の教程

に繋がるのか，さらに高専の専門基礎教育との関わりをい

ま分析することも大きな教育改革の流れの中で重要なもの

と思われる．他方で，振子は簡単に実現できる非線形現象

であり，非線形力学・カオス工学の基礎教材としてむしろ

新たに評価されている．その意味では，高専高学年・専攻

科の専門教育の教程の高度化の一つとして，また国際的技

術者教育推進の視点から，さらに学科や専門枠を越えた共

同教育研究の課題として様々な工学分野の総合的視点から

取組むことが求められる．以上の観点に立ち，振子に関す

る教材・教程を様々に調査し，前報[1] でまとめた．そこで
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は，特に Paul Doherty教授の pendulum snake[3], [4] が教材

として非常に優れていると評価できる．それ故，小・中学

校での出前教材の候補として pendulum snakeへの取組を

提案した．それは，振子の等時性の実験で，振子の糸の長

さ並びに初期角度による振動周期の差異を一目瞭然に理解

できると思われるからである．その具体化に向け，本報告

の前半では，pendulum snakeを試作して実験を行い，教材

の運用や教育効果を上げるための計画の進捗状況を報告す

る．本報告の後半では，長い円柱状の円木を用いて 2点吊

り振子を構成し，その振動 mode 1, 2, 3の周期を目視と簡

易計測システム[5] で測定したので，3つの振動 modeの線

形理論解析と比較し，出前授業での教材整備を検討する．

2 振子教材 Pendulum snake[3], [4]

10個の振子からなる実験装置 (Fig.1)の右端の振子は糸の

長さが一番長く，左側の振子の糸は順次短くなっている．

Fig.1 Pendulum snake.[3], [4]



右端の振子は 30秒間に 15回振動し，そこから左隣りの

振子は 30秒間に 16回振動し，左端の振子は 30秒間に 24

回振動するように，単振子の周期の式 T1 = 2π
√

L/g に

基づいて糸の長さを調整する．初期に錘を一斉に上げて静

かに放すと，各錘は振子の固有周期で振動する．周期が互

いに最小公倍数となる振子同士は位相が揃う時がある．ま

た，全く揃わずカオス的に見える時もある．

i番目の質量mi の錘を長さ Li の糸の先に取り付け，支

持点から吊り下げる．ωi =
√

g/Li (g = 9.80665 m/sec2

は重力加速度の国際標準値) とおき，鉛直軸と糸のなす角

度を θi ≡ θi(t)と表わすと，単振子の自由振動の運動方程

式は次式で表わされる:

θ̈i + ω2
i sin (θi) = 0 (2.1)

この非線形微分方程式は解析的に解ける．(2.1)式に θ̇i を

掛けて，時間 tで積分すると，力学的 energyEi (i = 1, 2,

· · · , 10)の保存則が導かれる:

1
2
θ̇2

i + ω2
i [1 − cos (θi)] =

Ei

mi
(2.2)

10個の振子の運動方程式は互いに独立で，個々に力学的

energyEi が保存する．

上述のように，微小振動の周期 Ti を「30 secで 15回振

動」から「30 secで 24回振動」までとし，次の計算式から

角振動数 ωi と糸の長さ Li が求められる:

Ti =
30

14 + i
, ωi =

2π

Ti
, Li =

(
Ti

2π

)2

g (2.3)

よって，10個の振子について (2.3)式の値は Table 1に示

され，Fig.4の右側の pendulum snakeとして実装される．

糸の長さは L1 = g/π2 ∼ 1 mから L10 ∼ 0.39 mとなる．

Table 1For the infinitesimal amplitude oscillation of a

simple pendulum, the periodTL,i, angular frequency

ωi = 2π/TL,i =
√

g/Li and the length

Li = (TL,i/(2π))2 g, for i = 1 to 10.

TL,i ωi Li TL,i ωi Li

30
15

π
g

π2

30
16

16π

15
225g

256π2

30
17

17π

15
225g

289π2

30
18

6π

5
25g

36π2

30
19

19π

15
225g

361π2

30
20

4π

3
9g

16π2

30
21

7π

5
25g

49π2

30
22

22π

15
225g

484π2

30
23

23π

15
225g

529π2

30
24

8π

5
25g

64π2

(2.1)式の初期値を θi(0) = θ0, θ̇i(0) = 0と取ると，(2.2)

式を書き換えて，非線形振動の場合の半周期 Ti/2 を解析

的に求めることができる:

Ti

2
=

∫ θ0

0

√
2Li/g√

cos(θ) − cos(θ0)
dθ (2.4)

非線形振動の半周期 Ti/2は，Table 2に示され，線形振動

の半周期 TL,i/2よりも長くなる．

Table 2Half periodTi/2 given by (2.4), where the initial

angle is taken asθi(0) = π/12, π/6 andπ/3. TL,i in the

first column is the period predicted by the linear theory.
TL,i Li/g Ti/2 for

π/12

Ti/2 for

π/6

Ti/2 for

π/3
30

15

1

π2
1.0043006 1.0174088 1.0731820

30

16

225

256π2
0.9415318 0.9538207 1.0061081

30

17

225

289π2
0.8861476 0.8977136 0.9469253

30

18

25

36π2
0.8369171 0.8478407 0.8943183

30

19

225

361π2
0.7928689 0.8032174 0.847249

30

20

9

16π2
0.7532254 0.7630566 0.8048865

30

21

25

49π2
0.7173576 0.7267206 0.7665586

30

22

225

484π2
0.6847504 0.6936878 0.7317150

30

23

225

529π2
0.6549786 0.6635275 0.6999013

30

24

25

64π2
0.6276879 0.6358805 0.6707388
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Fig.2aTime sequence ofθi(t) versust in 0 ≤ t ≤ 30.

θi(0) = π/12 for i = 1 to 10.
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Fig.2b Time sequence ofθi(t) versust in 0 ≤ t ≤ 30.

θi(0) = π/6 for i = 1 to 10.
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Fig.2cTime sequence ofθi(t) versust in 0 ≤ t ≤ 30.

θi(0) = π/3 for i = 1 to 10.



振動波形は初期値ごとに Fig.2に示され，周期の最小公

倍数で振動の位相が揃うことが分かる．

Pendulum snakeの解説書[4] には，30 sec間に 25回振動

する最長の振子から，30 sec間に 34回振動する最短の振

子までの合計 10個の振子により Pendulum snakeの実験装

置の作製が示されている (Table 3, Fig.3, Table 4, Fig.4の

左側の pendulum snake)．

Table 3For the infinitesimal amplitude oscillation of a

simple pendulum, the periodTL,i, angular frequency

ωi = 2π/TL,i =
√

g/Li and the length

Li = (TL,i/(2π))2 g, for i = 11 to 20.

TL,i ωi Li TL,i ωi Li

30
25

5π

3
9g

25π2

30
26

26π

15
225g

676π2

30
27

9π

5
25g

81π2

30
28

28π

15
225g

784π2

30
29

29π

15
225g

841π2

30
30

30
15

π
g

4π2

30
31

31π

15
225g

961π2

30
32

32π

15
225g

1024π2

30
33

11π

5
25g

121π2

30
34

34π

15
225g

1156π2
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Fig.3aTime sequence ofθi(t) versust in 0 ≤ t ≤ 30.

θi(0) = π/12 for i = 11 to 20.
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Fig.3b Time sequence ofθi(t) versust in 0 ≤ t ≤ 30.

θi(0) = π/6 for i = 11 to 20.
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Fig.3cTime sequence ofθi(t) versust in 0 ≤ t ≤ 30.

θi(0) = π/3 for i = 11 to 20.

Table 4Half periodTi/2 given by (2.4), where the initial

angle is taken asθi(0) = π/12, π/6 andπ/3. TL,i in the

first column is the period predicted by the linear theory.
TL,i Li/g Ti/2 for

π/12

Ti/2 for

π/6

Ti/2 for

π/3

30

25

9

25π2
0.6025803 0.6104453 0.6439092

30

26

225

676π2
0.5794042 0.5869666 0.6191435

30

27

25

81π2
0.5579448 0.5652271 0.5962122

30

28

225

784π2
0.5380182 0.5450404 0.5749189

30

29

225

841π2
0.5194658 0.5262459 0.5550941

30

30

1

4π2
0.5021503 0.5087044 0.5365910

30

31

225

961π2
0.4859519 0.4922946 0.5192816

30

32

225

1024π2
0.4707659 0.4769104 0.5030541

30

33

25

121π2
0.4565003 0.4624585 0.4878100

30

34

225

1156π2
0.4430738 0.4488568 0.4734627

先の Table 1, Fig.2, Table 2の系 (系 A と呼ぶ) と後の

Table 3, Fig.3, Table 4の系 (系 B) の仕様に基づき，試作

した pendulum snakeを Fig.4に示す．

Fig.4 Test apparatus of two pendulum snakes.

この装置 (Fig.4)で実験し，次の点が明らかになった:

¦ 初期角度が θ(0) = π/12 (Fig.2(a), Fig.3(a))の場合に

は，30 sec後にほぼ規定回数の振動を行っている．

しかし，厳密には線形振動理論での予測とは異なる．

θ(0) = π/6 (Fig.2(b), Fig.3(b))と θ(0) = π/3 (Fig.2(c),

Fig.3(c))に示されるように 30 sec後の振子の振動回数

も角度も異なる．つまり，有限な初期角度を与えて振

動させると，線形理論の「振子の等時性」は成り立た

ず，初期角度に依存して振動回数も角度も異なること

が Fig.2, Fig.3から分かる．換言すれば，Fig.2, Fig.3

は振動の時間的記録であり，人間の記憶の補助に有効

である．実験を体験することと共に実験で得られた情

報を分析する toolとして videoは有効である．

¦ 系 A では，個々の振子の振動 (揺動)の振舞は理解し易

いが，pendulum snakeのイメージが冗長で掴み難い．



¦ 系 Bでは速く振動するので，個々の振子の振動は把握

し難いが，振子が連なって蛇行する様子は観察し易い．

¦ 振子の振動の経過時間を振動回数で除して「平均周期
を求める方法」は，簡単で且つ適当である．

¦ 長時間の測定の場合，振動の方向がずれたり，振幅の減
衰が起こる．

¦ pendulum snakeの実験中に隣り合う振子の糸が絡み

合ったり，錘がぶつかることがある．糸を V 字型に

張って横揺れを抑え，これらの問題が起き難くなるよ

う，実験装置の改良が求められる．

上述の「振子の長さ」と「初期角度」による振子の振動

の特性は非常に理解し易い．しかし，「振子の長さは同じ

で，錘の質量が異なる場合の同時実験」は，さらに別個に

装置を作製する必要がある．さらに，振子を吊るす支持棒

は木製であるが，隣接する振子の振動が相互作用するよう

な支持棒材に換えれば，pendulum snakeは連成振動系とな

り，先に解析した問題を検証するために活用できる．

3 2点吊り振子の実験と理論解析の対応

2点吊り振子の PSD (Position Sensitive Detector)による簡

易計測システム (Fig.5) と 2点吊り振子の模式図 (Fig.6)

に振動の 3 つの modeが示されている[6]．2 点吊り振子

の左右の糸の長さ L1, L2 が等しい対称な場合には，糸

の支持点間の間隔 2c = 0 ∼ 0.5 m，糸の結び目の間隔

2a = 0.3 m，円木 (金属棒)の全長 2b = 0.5 mについて，静

止平衡状態での糸の傾き角 αについて sin(α) = (c− a)/L

(L = L1 = L2 = 0.3 ∼ 0.5 m)が成り立つ．この静止平衡

の回りでの振動を記述するデカルト座標系 (x, y, z)と角度

変数の取り方が Fig.6に示されている．水平方向に x，鉛

直下方に z 軸として，支持点の位置 (x0, z0)は，ここでは

一定値とする．糸の結び目の A, B 点の座標を表現し，一

様密度の円木であるから，重心の位置 (xG, zG) が求めら

れる．それを用いて，静止平衡状態の回りで，Fig.6(a)の

mode 1 (遊動円木mode)，(b) mode 2 (ブランコmode)，(c)

mode 3 (捩れ mode)が記述される．それぞれの振動 mode

の固有角振動数は次の各小節に示される．

Fig.5 Measurement system with PSD (Position Sensitive

Detector) for a bifilar suspension pendulum.
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Fig.6 Three oscillation modes of bifilar suspension

pendulum.

3.1 mode 1 (遊動円木 mode)[6], [7]

Fig.6(a)に示される質量m1，慣性momentJ = m1b
2/3の

円木の重心の座標値の近似表現は，x座標は θ11 の 1次の

項まで，z 座標は 2次の項まで取り，次のようになる:xG = x0 + aβ + hθ11,

zG = z0 + h − 1
2
(h − aθ222β1)θ2

11

(3.1)

これらにより，円木の運動は θ11 で記述される．

円木の線形化運動を記述する Lagrange関数 L11 は次の

ように表される:

L11 =
m1

2
ẋ2

G +
J

2
ϕ̇2 + m1gzG (3.2)

この重心の座標 (xG, zG) に (3.1)を代入し，ϕ は θ11,

θ21 ≡ θ21(θ11) で表されるので θ11 の 1次の項まで取っ

て回転運動の energyを表し，静止平衡解周りの攪乱 θ11,

θ21(θ11), ϕ2 に対する Lagrange関数が導かれる:

L11 =
m1

2
h2θ̇2

11 +
J

2
β2

1 θ̇2
11 + m1g(h + z0)

+
1
2
m1g (aθ222β1 − h) θ2

11 (3.3)

これにより，Lagrangeの運動方程式が導かれる:(
m1h

2 + Jβ2
1

)
θ̈11 = −m1g(h − aθ222β1)θ11 (3.4)



静止壁面の場合，円木は自由振動し，その複素固有角振動

数 ω は次式で与えられる:

ω2 =
m1g(h − aθ222β1)

m1h2 + Jβ2
1

(3.5)

この ω2 ≥ 0 は，h, θ222 が β の関数であるので，β を横

軸に取り，慣性 momentJ を parameterとして，Fig.7に

図示される．並進振子 (β = 1) のときの固有角振動数は

ω2 = m1gL1/(m1L
2
1) = g/L1 ≡ ω2

0 となるので，これを

基準に ω2/ω2
0 と無次元表示されている．J = 1, 2 (無次

元では J/(m1L
2
1)) では β と共に ω2 は単調に増加する．

J < 1の場合，β < 1では ω2 の極大値，β ≥ 1では ω2 の

極小値が現れる．J = 1/3は，一様な密度の円木の場合で

ある．しかし，J = 10では β = 1で極大値 ω2/ω2
0 = 1を

取る．なお，本実験装置 (Fig.5)では J = m1/48である．

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

1

2

3

4

5

Fig.7 ω2/ω2
0 versusβ for J = 1 (solid), 1/3 (dashed 1), 0.1

(dashed 2), 0 (dashed 3), 2 (dashed 4), 10 (dotted), with

m1 = 1.[7]

3.2 mode 2 (ブランコ mode)

Fig.6(b) に示される系について，h = L cos(α) と表し，

Lagrangeの運動方程式が導かれる:

m1h
2θ̈11 = −m1ghθ11 (3.6)

静止壁面の場合，円木は自由振動し，その複素固有角振動

数 ω は次式で与えられる:

ω2 =
g

h
=

g

L cos(α)
(3.7)

この mode 2は単振子の振動と同じであり，単振子の振動

に関しては先に理論的実験的に検討した[8], [9] ので，それら

を参照されたい．

3.3 mode 3 (捩れ mode)[10]

Fig.6(c)に示される静止平衡状態から棒が捩れ振動する．

鉛直面内の平面極座標系と共に，重心を含む水平面内に

取った平面極座標系 (r, ϕ) (重心を通る鉛直軸を中心軸と

する円柱座標 (r, ϕ, z)) を用いる．この場合は棒の重心の

並進運動は，水平面内には生じず，高さ方向 (z 方向) に

zG = L cos(θ)と表され，重心の位置 (xG, yG, zG)は次式

で表される: (xG, yG, zG) = (c, 0, L cos(θ))．棒の重心

を通る鉛直軸回りの回転運動 (捩れ運動) は水平面内で起

こり，角度 ϕ ≡ ϕ(t) で記述される．重心回りの棒の慣性

momentJ は J = 2ρb3/3 = mb2/3と求められるので，回

転の運動 energyは Jϕ̇2/2となる．ここで，重心回りに捩

れた棒を上から観ると (Fig.6(c))，線分 O′A, AG, GOが成

す三角形に対する余弦定理が次式で表され，θ は ϕの関数

で表される:

L sin(θ) =
√

c2 + a2 − 2ca cos(ϕ) (3.8)

これは，θ (0 ≤ θ ≤ π/2) と ϕ (−π/2 ≤ ϕ ≤ −π/2)の間

の関係を与える．−π/2 ≤ θ ≤ 0 の場合，根号の前に負

号を付ける．(3.8)式を考慮して，重心回りの棒の捩れ運

動を記述する Lagrange関数 L1 は，運動 energyK1，重力

potential energyU を用いて，次のように表される:
L1 = K1 − U, E1 = K1 + U, K1 =

J

2
ϕ̇2,

U = −mgzG = −mgL cos(θ)

= −mg
√

L2 − (c2 + a2 − 2ca cos(ϕ))

(3.9)

ここで，potential energyU を静止平衡状態の回りで展開し

て 2次まで取ると，線形理論の運動方程式が導かれる:

Jϕ̈ = − mgca

L cos(α)
ϕ → ϕ̈ = − 3gca

b2L cos(α)
ϕ (3.10)

この運動方程式により，捩れ振動の固有角振動数は

ω2
03 = mgca/(JL cos(α)) = 3gca/(b2L cos(α)) である．

4 実験結果の分析

2 点吊り振子の実験を行い，目視と data loggerにより

mode 1, 2の振動について，20 sec間の振動回数を測定し

た (Table 5, 6)．これらより，周期等が算出できる．

Table 5Data of oscillation times per 20 sec for mode 1 with

2a = 0.3 m, L = 0.3 m

(i) 2c = 0.15 m 18.9 19 18.8

(ii) 2c = 0.30 m 18.7 19 19

(iii) 2c = 0.45 m 20 20 19.6

Table 6Data of oscillation times per 20 sec for mode 1 and

2 with 2a = 0.3 m, L = 0.4 m.

(i) 2c = 0.15 m

(1) 16 16.3 16.3 16.5 16.4

(2) 16.1 16 16.2
(ii) 2c = 0.30 m

(1) 16.5 16 16.3 16.2 16.4

(2) 16 16.2 16.2
(iii) 2c = 0.45 m

(1) 16.7 17 16.5 16.8 17

(2) 16 16 16.3

円木の静止平衡状態に mode 1の攪乱を加え，左側の糸

の傾きの角度攪乱を θ11 と表すと，右側の糸の傾き角度攪

乱 θ22 は静止平衡解の回りで展開して，各場合ごとに次の



ように表わされ，θ2
11 の係数が θ222 である:

Table5(i) : α = −0.25268, θ22 = θ11 + 0.129099θ2
11,

Table5(ii) : α = 0, θ22 = θ11,

Table5(iii) : α = 0.25268, θ22 = θ11 − 0.387298θ2
11,

Table6(i) : α = −0.188616, θ22 = θ11 + 0.0954427θ2
11,

Table6(ii) : α = 0, θ22 = θ11,

Table6(iii) : α = 0.188616, θ22 = θ11 − 0.286328θ2
11

Table 5(i)-(iii), 6(i)-(iii) の dataを用い，mode 1, 2, 3の固

有角振動数，周期，振動数 (ω, T, 1/T )を計算できる:

Table5(i) : (1) 5.73219, 1.09612, 0.912306,

(2) 5.81041, 1.08137, 0.924756,

(3) 4.26976, 1.47155, 0.679554,

Table5(ii) : (1) 5.71741, 1.09896, 0.909955,

(2) 5.71741, 1.09896, 0.909955,

(3) 5.94171, 1.05747, 0.945653,

Table5(iii) : (1) 5.91421, 1.06239, 0.941275,

(2) 5.81041, 1.08137, 0.924756,

(3) 7.39545, 0.849602, 1.17702,

Table6(i) : (1) 4.95828, 1.26721, 0.789135,

(2) 4.99593, 1.25766, 0.795126,

(3) 3.67124, 1.71146, 0.584296,

Table6(ii) : (1) 4.95143, 1.26896, 0.788044,

(2) 4.95143, 1.26896, 0.788044,

(3) 5.14567, 1.22106, 0.818959,

Table6(iii) : (1) 5.04622, 1.24513, 0.803131,

(2) 4.99593, 1.25766, 0.795126,

(3) 6.35878, 0.988112, 1.01203

L = 0.3 m, 0.4 mによる mode 1, 2の振動数の値は，ここ

に示した線形理論値でも実験値 (Table 5, 6)でも有意な差

異が確認できている．しかし，Table 5内での c の値の変

化による振動数の変化は実験値では明確には確認できず，

上掲の理論値でも差異が小さいことが分かる．従って，測

定の有効性に期待が持てるが，正確な評価のためには実験

条件の工夫と再実験が望まれる．

5 おわりに

今回の「出前授業のための「振子」教材の調査と整備」は，

各卒業研究で取組み，実験，計測，理論解析，simulationを

分担して，言わば「共同技術者教育」を目指した取組であ

ることは特に意義深い．pendulum snakeと 2点吊り振子

の実験と simulationにより卒業研究の進捗状況に応じて，

異分野の学問交流，共同作業・資源利用や研究情報・成果

の共有あるいは共著論文作成等を進め，将来的な「共同技

術者教育」の在り方を探り積み上げて行きたい．出前授業

に関する調査・研究は，さらに次報[11] で扱う．本報告の

一部は，先に講演発表したもの[12] であることを付記する．

本研究遂行にあたり，本校の校長リーダーシップ経費によ

る支援を受けたことをここに記して，柳下福蔵校長に厚く

お礼申し上げます．
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