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変形球面振子の解析とその強制減衰振動の数値解析

大庭勝久*1*2 中道義之*2*3 舟田敏雄*1*2 岩本大*1 清水啓介*1 船津佑介*1

Analysis of Modified Spherical Pendulum and Numerical Computations of Its Forced Oscillation
with Damping
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Dai IWAMOTO*1 Keisuke SHIMIZU*1 and Yusuke FUNATSU*1

Abstract: A spherical pendulum may be addressed as a next step following after a simple pendulum in the study of mechanics,

which is arranged for higher grade students to study education materials of PBL (Problem Based Learning). The Lagrange

function for the spherical pendulum is computed symbolically to lead to the equations of motion. Based on the conservation

of mechanical energy and angular momentum, typical mechanical features of the free oscilattion are shown briefly. Solving

numerically the equations of motion with external forcing and damping under the conservation of angular momentum, discussed

is the change in the results numerically obtained. Chaotic solutions are obtained after period doubling.
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1 はじめに

単振子は，支持点から一定距離で束縛される質点の円周

上の運動であるので，基本的な回転運動・振動の代表的現

象例と言える．単振子は鉛直面内の運動と仮定されている

が，それは球面上の運動の特別な場合となる．そのような

流れに沿って，球面振子は入門段階に続く次の教程と位置

づけられる．しかも，強制球面振子の場合にもカオスが発

生する[1]–[4] ので，多くの関心が持たれている．また，ク

レーン[5] やマニピュレータ等をはじめ，ロボット工学・多

体運動力学 (multi body dynamics，機構解析)の基礎教材と

も位置づけられる．

ここでは，先ず球面振子の自由振動を工学数理教材並

びに一連の振子の研究報告[7]–[9] に沿って PBL (Problem

Based Learning)向けに解説し，角運動量保存則を用いて

1変数の系に書き換え，その自由振動問題の特徴を力学的

energy保存則に基づいて例示する．その運動方程式に外力

による励振と減衰効果を考慮して強制減衰振動問題を設定

し，自由振動と強制振動の数値計算結果の特徴を比較し，

外力の振幅と角振動数並びに減衰係数を変化させて数値計

算してカオス解が出現することを示す．

2 球面振子

質量 mの質点が長さ L (=一定)の糸により支持点に繋が

れている (Fig.1)．重力は下向きに作用し，重力加速度は g

である．支持点を原点とし，z 軸を鉛直上向き，水平面を

(x, y)面とするデカルト座標系 (x, y, z)を取り，質点の位

置を (xP , yP , zP ) (xP ≡ xP (t), yP ≡ yP (t), zP ≡ zP (t),

t: 時間)と表す．この系の LagrangianL = T − U に含ま
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れる運動 energyT，重力 potential energyU は

T =
m

2
(
ẋ2

P + ẏ2
P + ż2

P

)
, U = mg(zP + L) (2.1)

と表され，質点は一定長さの糸に拘束されるので，次式が

成り立つ：

L =
√

x2
P + y2

P + z2
P = constant (2.2)
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Fig.1 Spherical pendulum.

鉛直軸と糸のなす角度 θ (θ ≡ θ(t))，水平面内で x軸か

ら取った角度 ϕ (ϕ ≡ ϕ(t)) を用いて球座標系 (r, θ, ϕ) へ

の座標変換：{
xP = L sin(θ) cos(ϕ), yP = L sin(θ) sin(ϕ),
zP = −L cos(θ)

(2.3)

を行うと，(2.1)式の T と U は

T =
mL2

2

[
θ̇2 + ϕ̇2 sin2(θ)

]
, (2.4)

U = mgL(1 − cos(θ)) (2.5)

と表される．これらと Lにより，Lagrangeの運動方程式は

d
dt

(
∂L
∂θ̇

)
=

∂L
∂θ

→ mL2θ̈ = mL2ϕ̇2 sin(θ) cos(θ)

− mgL sin(θ), (2.6)
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d
dt

(
∂L
∂ϕ̇

)
=

∂L
∂ϕ

→ mL2 d
dt

[
ϕ̇ sin2(θ)

]
= 0

→ ϕ̇ sin2(θ) = constant (≡ α1) (2.7)

と表される．自由振動を記述する (2.6), (2.7)式からは力学

的 energyE = T + U の保存が導かれ，(2.7)式からは角

運動量 pϕ = mL2 sin2(θ)ϕ̇ の保存が導かれる．もし初期

(t = 0)に pϕ = 0ならば鉛直面内の質点の運動 (即ち，単

振子の運動)となり，pϕ 6= 0ならば球面上を運動し，ϕ̇が

一定ならば円錐振子となる．

(2.7)式を用いて (2.6)式を書き換えると，θ のみの次の

方程式となり，有効 potential energyU2 が定義できる:

mL2θ̈ = mL2 sin(θ) cos(θ)
(

α1

sin2(θ)

)2

− mgL sin(θ), (2.8)

U2 =
m

2
L2 α2

1

sin2(θ)
+ mgL(1 − cos(θ)), (2.9)

(2.8), (2.9)式から力学的 energyE2 の保存が導かれる:

E2 =
mL2

2
θ̇2 + U2 (2.10)

これらによる質点の運動の特徴は，系の規定値 (m = 1,

L = 1, g = 1)について，角運動量 pϕ = mL2α1 の値を変

えて，Fig.2-5に示される．α1 6= 0のとき，θ → 0と取る

と U2 → ∞であり，極小値を持ち，θ → π では U2 → ∞
である．
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Fig.2aEffective potential energyU2 versusθ for

α1 = 9.99967 × 10−7 whereθ(0) = 0.01 andϕ̇(0) = 0.01.
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Fig.2b Contour plot ofE2 in the(θ, θ̇) plane for

α1 = 9.99967 × 10−7. E2 = 0.002 (inside), 0.01, 0.1, 0.5,

1, 1.5 (outside).
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Fig.3aEffective potential energyU2 versusθ for α1 = 3/4

whereθ(0) = π/3 andϕ̇(0) = 1.
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Fig.3b Contour plot ofE2 in the(θ, θ̇) plane forα1 = 3/4.

E2 = 0.84 (inside), 0.875, 1, 2, 3 (outside).
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Fig.4aEffective potential energyU2 versusθ for α1 = 1

whereθ(0) = π/2 andϕ̇(0) = 1.
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Fig.4b Contour plot ofE2 in the(θ, θ̇) plane forα1 = 1.

E2 = 1.2 (inside), 1.5, 2, 3 (outside).
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Fig.5aEffective potential energyU2 versusθ for α1 = 2

whereθ(0) = π/2 andϕ̇(0) = 2.
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Fig.5b Contour plot ofE2 in the(θ, θ̇) plane forα1 = 2.

E2 = 2.9 (inside), 3, 4, 5 (outside).

3 数値解析

系の規定値と初期値を与えて，運動方程式 (2.7)を数値的

に解く．

3.1 自由振動の数値解

系の規定値 (m = 1, L = 1, g = 1) について，初期値

θ(0) = π/6, θ̇(0) = 0, ϕ(0) = 0, ϕ̇(0) = 1 (α1 = 1/4) と

設定して計算時間 0 ≤ t ≤ 2π × 12で運動方程式 (2.8)を

数値計算した結果を Fig.6a-6dに示す．
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Fig.6aPhase portrait of(θ(t), θ̇(t)) in 0 ≤ t ≤ 2π × 12.

The figure is rotated by 90◦.
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Fig.6b Time sequence ofθ(t) versust in 0 ≤ t ≤ 2π × 12.
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Fig.6cTime sequence ofθ(t) andθ̇(t) versust in

0 ≤ t ≤ 2π × 12.
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Fig.6d Spectrum ofθ(t) in 0 ≤ t ≤ 2π × 12.

3.2 強制振動の数値解析 (1)

(2.8)式の右辺に減衰係数 c1 の damperの項と振幅 F1 で角

振動数 ω の外力項を加える:

mL2θ̈ = mL2 sin(θ) cos(θ)
(

α1

sin2(θ)

)2

− mgL sin(θ) − c1θ̇ + F1 cos(ωt) (3.1)

系の規定値 (m = 1, L = 1, g = 1) について，初期値

θ(0) = π/6, θ̇(0) = 0, ϕ(0) = 0, ϕ̇(0) = 1 (α1 = 1/4) と

設定して計算時間 0 ≤ t ≤ 2π × 12で運動方程式 (3.1)を

数値計算した結果を Fig.7a-7dに示す．
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Fig.7aPhase portrait of(θ(t), θ̇(t)) in 0 ≤ t ≤ 2π × 12.
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Fig.7b Time sequence ofθ(t) versust in 0 ≤ t ≤ 2π × 12.
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Fig.7cTime sequence ofθ(t) andθ̇(t) versust in

0 ≤ t ≤ 2π × 12.
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Fig.7d Spectrum ofθ(t) in 0 ≤ t ≤ 2π × 12.

3.3 強制振動の数値解析 (3)

系の規定値 (m = 1, L = 1, g = 1) について，初

期値 θ(0) = π/6, θ̇(0) = 0, ϕ(0) = 0, ϕ̇(0) = 1

(α1 = 1/4), F1 = 0.1, ω = 1, c1 = 0.2 と設定して計

算時間 0 ≤ t ≤ 2π × 32で運動方程式 (3.1)を数値計算し

た結果を Fig.8a-8dに示す．

0.48 0.50 0.52 0.54

-0.06

-0.04

-0.02

0.02

0.04

Fig.8aPhase portrait of(θ(t), θ̇(t)) in 0 ≤ t ≤ 2π × 12.
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Fig.8b Time sequence ofθ(t) versust in 0 ≤ t ≤ 2π × 12.
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Fig.8cTime sequence ofθ(t) andθ̇(t) versust in

0 ≤ t ≤ 2π × 12.
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Fig.8d Spectrum ofθ(t) in 0 ≤ t ≤ 2π × 12.

3.4 強制振動の数値解析 (3)

系の規定値 (m = 1, L = 1, g = 1) について，初期値

θ(0) = π/6, θ̇(0) = 0, ϕ(0) = 0, ϕ̇(0) = 1 (α1 = 1/4),

F1 = 1.3, ω = 1, c1 = 0.07 と設定して計算時間

0 ≤ t ≤ 2π × 32 で運動方程式 (3.1)を数値計算した結

果を Fig.9a-9dに示す．
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Fig.9aPhase portrait of(θ(t), θ̇(t)) in 0 ≤ t ≤ 2π × 12.

The figure is rotated by 90◦.
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Fig.9b Time sequence ofθ(t) versust in 0 ≤ t ≤ 2π × 12.
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Fig.9cTime sequence ofθ(t) andθ̇(t) versust in

0 ≤ t ≤ 2π × 12.
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Fig.9d Spectrum ofθ(t) in 0 ≤ t ≤ 2π × 12.
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Fig.9eSpectrum ofθ(t) in 0 ≤ t ≤ 2π × 12.
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Fig.9f Time sequence.

4 減衰効果を伴う強制振動系のカオス解

系の規定値 (m = 1, L = 1, g = 1) について，初期値

θ(0) = π/6, θ̇(0) = 0, ϕ(0) = 0, ϕ̇(0) = 1 (α1 = 1/4) と

設定して計算時間 0 ≤ t ≤ 2π × 12で運動方程式 (3.1)を

数値計算した結果を Fig.8a-8dに示す．
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Fig.9aStrobo plot ofθ(tn) versusF1 for c1 = 0.14.
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Fig.9b Strobo plot ofθ̇(tn) versusF1 for c1 = 0.14.
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Fig.10aStrobo plot ofθ(tn) versusF1 for c1 = 0.12.
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Fig.10bStrobo plot ofθ̇(tn) versusF1 for c1 = 0.12.
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Fig.11aStrobo plot ofθ(tn) versusF1 for c1 = 0.1.
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Fig.11bStrobo plot ofθ̇(tn) versusF1 for c1 = 0.1.
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Fig.12aStrobo plot ofθ(tn) versusF1 for c1 = 0.08.
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Fig.12bStrobo plot ofθ̇(tn) versusF1 for c1 = 0.08.

5 おわりに

本報告では，球面振子の理論解析を行い，その解析過程を

Mathematicaで数式処理して運動方程式を導出し，角運動

量保存則を用いて 1変数の系に書き換え，その自由振動問

題の特徴を力学的 energy保存則に基づいて例示した．そ

の運動方程式に外力による励振と減衰効果を考慮して強制

減衰振動問題を設定し，自由振動と強制振動の数値計算結

果の特徴を比較し，外力の振幅と角振動数並びに減衰係数

を変化させて数値計算してカオス解が見出された．本報告

により，非線形力学・カオス工学の新たな教材を提供でき

たものと思われる．さらに，球面振子に関連する力学的問

題は続報で数値解析される．

本報告の一部は，先に講演発表したこと[10], [11] を付記

する．

本研究遂行にあたり，本校の校長リーダーシップ経費に

よる支援を受けたことをここに記して，柳下福蔵校長に厚

くお礼申し上げます．
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