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Abstract: A bifilar suspension pendulum with a uniform density bar may swing in two vertical planes as mode 1 and 2 or

make torsional oscillation (mode 3) about a vertical axis. The period and pattern of oscillation depend upon the ratios of

the string length and of the distance of the supporting points to the distance between two end points of the strings attached

to an upper wall. When a cuboid (wooden chip) is used in place of the bar, another effect due to elastic strings is found in

experiments, so a new model spring-pendulum is proposed here to clarify mechanical effects in numerical simulation.
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1 はじめに

対称 2点吊り振子 (並進振子)を免震床に応用するための

検討[1] に刺激されて，2点吊り振子の静止平衡状態周りの

振子運動について，運動方程式を導出して初期値問題を

数値解析し，実験した (Fig.1, Table 1, Fig.2)[2]–[7]．その

振子運動には，紐と円木の成す鉛直面内で揺れる “mode

1 (遊動円木 mode)”とそれとは垂直な鉛直面内で揺れる

Fig.1 Experimental apparatus for the bifilar suspension

pendulum with a bar ofm1 = 0.6659 kg and length

2b = 0.899 m in a > c. Whena = c, the bar swings

horizontally as a part of parallelogram.

Table 1Specification of the apparatus (Fig.1), a bar of

length2b andm = 0.6659 kg suspended by two ropes of length

L at two points which are distant bya from the center.
a [m] 0.26 b [m] 0.4495

c [m] 0.0875, 0.1625, 0.2375, 0.3125,

0.3875, 0.4625, 0.5375

L [m] 0.443, 0.542, 0.648

*1 電子制御工学科: Department of Digital Engineering.
*2 機械工学科: Department of Mechanical Engineering.
*3 電気電子工学科: Department of Electrical & Electronics Engineering.

“mode 2 (ブランコ mode)”があり，鉛直軸回りの円木の

捩れ振動は “mode 3 (捩れ振動 mode)”に分類される．
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Fig.2 PeriodT versusc for mode 1 (solid line), 2 (dashed),

3 (dotted).L = 0.443 (below),L = 0.542 (middle), and

L = 0.648 (above). Marks are(c, Te) for experimentalTe.

Cross points show coupling/resonance between the modes.

棒を木片 (直方体) に換えた実験装置 (Fig.3) で測定さ

れた周期は Fig.4の点で示され，別報[8], [9] で求められた

理論曲線 (Fig.4の曲線)とよく一致している．

Fig.3 Experimental apparatus for the bifilar suspension

pendulum with a cuboid of sizeLa, ba andda. The

attachment of the cuboid to the strings may change its

moment of inertia, and then the elasticity of strings gives

rise to various oscillations, as a new spring-pendulum.
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Fig.4 Experimental period versusc (half distance of the

attached points at the upper wall). Mode 1 is red curve,

node 2 is green one and mode 3 is blue one, forL = 1,

a = 0.044, ba = 0.088, La = 0.029 andda = 0.03.

直方体では質量中心の位置と慣性 momentの値が棒の

場合とは異なるが，振動mode自体は同じものである．し

かし，直方体 (Fig.4)では棒 (Fig.2)の場合と比べ，各振

動modeの周期の c1 に対する変化率が大きく，高調波/分

数調波での非線形連成振動が起こり易いと言えよう．

また，木片の実験条件を様々に変化させると，mode 1,

2, 3の連成振動が起こる場合または紐の伸縮による弾性

的効果が木片の運動に関与する場合等，棒の 2点吊り振

子とは異なる現象が見出された．紐を線形バネとすると，

静止状態で紐が鉛直となる並進振子 (c = a) の場合を除

き，紐が斜めに配置される場合 (a 6= c) には線形バネは

幾何学的非線形効果を伴う．この問題に対し，著者らの

知る範囲では過去に報告[10] があるのみで，その線形振動

の研究以降に未だ報告例がない．そこで，2点吊り振子

の理論 model[11]–[15]に基づき，本報告では 2点吊り振子

に紐の弾性効果を考慮した理論 modelを提案する．元の

modelからの拡張部分と新たな理論構成部分があり，別

報[13] を (Ｉ)として本報告の modelと比較し解説する．

2 紐の弾性効果による 2点吊り振子の 3つの振動mode

水平右手方向に x軸，水平手前方向に y 軸，鉛直下方向

に z 軸とするデカルト座標系 (x, y, z)を用いて，(I) と同

様に，水平な上壁面上の C1 点を起点に 2点吊り振子の

配置を記述する．また，球座標系を併用し，座標原点は

適宜取るものとする．C1 点を (x0, y0, z0) と設置し，間

隔 c1 で，O 点 (x0 + c1, y0, z0), C2 点 (x0 + 2c1, y0, z0)

を取る．遊動円木の中央 (質量中心) を G 点 (xg, yg, zg)

とし，O 点から間隔 a1 で，遊動円木上の左の紐の結び

目位置を A1 点 (x1, y1, z1)，右の紐の結び目位置を A2

点 (x2, y2, z2) と表す．これらにより，各点間の長さ (距

離)は A1A2 = 2a1, A1G = a1, GA2 = a1, A1C1 = L1,

A2C2 = L2, OG = rg と表される．回転角をデカルト座

標系の軸回りに取って軸名の添え字を付け，O 点を原点

とする球座標系 (r, θy, θz) を用い，z-x 面内で鉛直軸か

ら反時計回りに θyg，y-z 面内で鉛直軸から反時計回りに

θxg を取り，G点の座標 (xg, yg, zg)は次式で表される:
xg = rg sin(θyg) + x0 + c1,

yg = rg cos(θyg) sin(θxg) + y0,

zg = rg cos(θyg) cos(θxg) + z0

(2.1)

また，G点を原点とする球座標系を用いて，z-x面内で鉛

直軸から反時計回りに θy，x-y 面内で鉛直軸から反時計

回りに θz を取り，A1 点の座標 (x1, y1, z1)と A2 点の座

標 (x2, y2, z2)は次式で表され，(2.4)式が導かれる:
x1 = xg − a1 cos(θy) cos(θz),
y1 = yg − a1 cos(θy) sin(θz),
z1 = zg + a1 sin(θy),

(2.2)


x2 = xg + a1 cos(θy) cos(θz),
y2 = yg + a1 cos(θy) sin(θz),
z2 = zg − a1 sin(θy),

(2.3)



f00 = (x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2 − 4a2
1 = 0,

f01 = (x1 − x0)2 + (y1 − y0)2 + (z1 − z0)2 − L2
1 = 0,

f02 = (x2 − x0 − 2c1)2 + (y2 − y0)2 + (z2 − z0)2

−L2
2 = 0,

L1x =
√ (

a2
1 + c2

1 − 2a1c1 cos(θy) cos(θz) + r2
g

+2rg (a1 cos(θxg) cos(θyg) sin(θy)
+(c1 − a1 cos(θy) cos(θz)) sin(θyg)
−a1 cos(θy) cos(θyg) sin(θxg) sin(θz))),
L2x =

√ (
a2
1 + c2

1 − 2a1c1 cos(θy) cos(θz) + r2
g

−2rg (a1 cos(θxg) cos(θyg) sin(θy)
+(c1 − a1 cos(θy) cos(θz)) sin(θyg)
−a1 cos(θy) cos(θyg) sin(θxg) sin(θz))),

f03 = − z2 − z1

x2 − x1
= sec(θz) tan(θy),

f04 =
y2 − y1

x2 − x1
= tan(θz),

f05 =
z2 − z1

y2 − y1
= − csc(θz) tan(θy)

(2.4)

上式より f01 = 0から右側の紐の長さ L1x = L1，f02 = 0

から左側の紐の長さ L2x = L2 が得られるが，それらで

は運動方程式の表式が著しく複雑になる．そこで，{
L1x ≡ L1x(rg, θyg, θxg, θy, θz),
L2x ≡ L2x(rg, θyg, θxg, θy, θz)

(2.5)

と表記して，右辺の表式により変数の依存性を示すの

で，L
(i,j,k,l,m)
1x = ∂i+j+k+l+mL1x/∂ri

g∂θj
yg∂θk

xg∂θl
y∂θm

z

と偏微分係数が表わされるから，注意する．

この系の運動は，棒 (または直方体)の質量中心の並進

運動 energy，重力 potential energy，質量中心回りの回転

運動 energy，2つのバネの弾性 energyで構成されるので，

Lagrange関数 L11 は次式となる:

L11 =
m1

2
(
ẋ2

g + ẏ2
g + ż2

g

)
+

Jy

2
θ̇2

y +
Jz

2
θ̇2

z cos2(θy)

+ m1gzg − k1

2
(L1x − L10x)2 − k2

2
(L2x − L20x)2



=
m1

2
ṙ2
g +

m1

2
r2
g

(
θ̇2

yg + cos2(θyg)θ̇2
xg

)
+

Jy

2
θ̇2

y +
Jz

2
θ̇2

z cos2(θy)

+ m1ṙg [ẋ0 sin(θyg)+cos(θyg)(ẏ0 sin(θxg)+ ż0 cos(θxg))]

+ m1rg

[
θ̇xg cos(θyg) (ẏ0 cos(θxg) − ż0 sin(θxg))

−θ̇yg sin(θyg) (ẏ0 sin(θxg) + ż0 cos(θxg))
]

+
m1

2
(
ẋ2

0 + ẏ2
0 + ż2

0

)
+ m1g(rg cos(θxg) cos(θyg) + z0)

− 1
2
k1 (L1x − L10x)2 − 1

2
k2 (L2x − L20x)2 (2.6)

これにより，5つの運動方程式が導かれる: rg の運動方

程式

m1

(
r̈g − cos(θyg)2rg θ̇

2
xg − rg θ̇

2
yg + sin(θyg)ẍ0

+cos(θyg) sin(θxg)ÿ0 + cos(θxg) cos(θyg)z̈0)

− m1g cos(θxg) cos(θyg) + k1 (L1x − L10x)L
(1,0,0,0,0)
1x

+ k2 (L2x − L20x)L
(1,0,0,0,0)
2x = 0, (2.7)

θyg の運動方程式

m1

(
cos(θyg)r2

g sin(θyg)θ̇2
xg + 2rg ṙg θ̇yg

+cos(θyg)rgẍ0 − rg sin(θxg) sin(θyg)ÿ0

− cos(θxg)rg sin(θyg)z̈0 + r2
g θ̈yg

)
+ m1g cos(θxg)rg sin(θyg) + k1(L1x − L10x)L(0,1,0,0,0)

1x

+ k2(L2x − L20x)L(0,1,0,0,0)
2x = 0, (2.8)

θxg の運動方程式

m1

(
r2
g cos(θyg)2θ̈xg + 2rg ṙg θ̇xg cos(θyg)2

−2r2
g θ̇xg θ̇yg cos(θyg) sin(θyg)

+rg ÿ0 cos(θxg) cos(θyg)

−rg z̈0 cos(θyg) sin(θxg))

+ m1rgg cos(θyg) sin(θxg)

+ k1(L1x − L10x)L(0,0,1,0,0)
1x

+ k2(L2x − L20x)L(0,0,1,0,0)
2x = 0, (2.9)

θz の運動方程式

Jz θ̈z + k1(L1x − L10x)L(0,0,0,0,1)
1x

+ k2(L2x − L20x)L(0,0,0,0,1)
2x = 0, (2.10)

θy の運動方程式

Jy θ̈y + k1(L1x − L10x)L(0,0,0,1,0)
1x

+ k2(L2x − L20x)L(0,0,0,1,0)
2x = 0 (2.11)

x0 = 0, y0 = 0, z0 = 0の場合，自律系の運動方程式は，

rg, θyg, θxg, θz, θy について，次のように表される:

m1r̈g − m1 cos(θyg)2rg θ̇
2
xg

− m1rg θ̇
2
yg + +m1 sin(θyg)ẍ0

+ m1 cos(θyg) sin(θxg)ÿ0 + m1 cos(θxg) cos(θyg)z̈0

− m1g cos(θxg) cos(θyg) + k1 (L1x − L10x)L
(1,0,0,0,0)
1x

+ k2 (L2x − L20x)L
(1,0,0,0,0)
2x = 0, (2.12)

m1 cos(θyg)r2
g sin(θyg)θ̇2

xg

+ 2m1rg ṙg θ̇yg + m1 cos(θyg)rgẍ0

− m1rg sin(θxg) sin(θyg)ÿ0 − m1 cos(θxg)rg sin(θyg)z̈0

+ m1r
2
g θ̈yg + gm1 cos(θxg)rg sin(θyg)

+ k1(L1x − L10x)L(0,1,0,0,0)
1x

+ k2(L2x − L20x)L(0,1,0,0,0)
2x = 0, (2.13)

m1 cos(θyg)2r2
g θ̈xg + 2m1rg ṙg θ̇xg cos(θyg)2

− 2m1r
2
g θ̇xg θ̇yg cos(θyg) sin(θyg)

+ m1rg ÿ0 cos(θxg) cos(θyg) − m1rg z̈0 cos(θyg) sin(θxg)

+ m1g cos(θyg)rg sin(θxg)

+ k1(L1x − L10x)L(0,0,1,0,0)
1x

+ k2(L2x − L20x)L(0,0,1,0,0)
2x = 0, (2.14)

Jz θ̈z + k1(L1x − L10x)L(0,0,0,0,1)
1x

+ k2(L2x − L20x)L(0,0,0,0,1)
2x = 0, (2.15)

Jy θ̈y + k1(L1x − L10x)L(0,0,0,1,0)
1x

+ k2(L2x − L20x)L(0,0,0,1,0)
2x = 0 (2.16)

未知変数 θz に依存しない場合には，Lagrange関数 (2.6)

に θz = 0を代入して，次の 4つの運動方程式が導かれる:

m1r̈g − m1rg θ̇
2
xg cos(θyg)2

− m1rg θ̇
2
yg + m1 sin(θyg)ẍ0

+ m1 cos(θyg) sin(θxg)ÿ0 + m1 cos(θxg) cos(θyg)z̈0

− gm1 cos(θxg) cos(θyg) + k1 (L1x − L10x)L
(1,0,0,0,0)
1x

+ k2 (L2x − L20x)L
(1,0,0,0,0)
2x = 0, (2.17)

m1r
2
g θ̈yg + m1r

2
g θ̇2

xg cos(θyg) sin(θyg)

+ 2m1rg ṙg θ̇yg + m1rgẍ0 cos(θyg)

− m1rg ÿ0 sin(θxg) sin(θyg) − m1rg z̈0 cos(θxg) sin(θyg)

+ m1rgg cos(θxg) sin(θyg) + k1(L1x − L10x)L(0,1,0,0,0)
1x

+ k2(L2x − L20x)L(0,1,0,0,0)
2x = 0, (2.18)

m1r
2
g θ̈xg cos(θyg)2 + 2m1rg ṙg θ̇xg cos(θyg)2

− 2m1r
2
g θ̇xg θ̇yg cos(θyg) sin(θyg)

+ m1rg ÿ0 cos(θxg) cos(θyg) − m1rg z̈0 cos(θyg) sin(θxg)

+ m1g cos(θyg)rg sin(θxg) + k1(L1x − L10x)L(0,0,1,0,0)
1x

+ k2(L2x − L20x)L(0,0,1,0,0)
2x = 0, (2.19)

Jy θ̈y + k1(L1x − L10x)L(0,0,0,1,0)
1x

+ k2(L2x − L20x)L(0,0,0,1,0)
2x = 0 (2.20)

未知変数 θyg に依存しない場合，同じく，次の 4つの運

動方程式となる:

m1r̈g − m1rg θ̇
2
xg + m1ÿ0 sin(θxg)

+ m1z̈0 cos(θxg) − m1rgg cos(θxg)

+ k1 (L1x − L10x) L
(1,0,0,0,0)
1x



+ k2 (L2x − L20x)L
(1,0,0,0,0)
2x = 0, (2.21)

m1r
2
g θ̈xg + 2m1rg ṙg θ̇xg

+ m1rg ÿ0 cos(θxg) − m1rg z̈0 sin(θxg)

+ m1rgg sin(θxg) + k1(L1x − L10x)L(0,0,1,0,0)
1x

+ k2(L2x − L20x)L(0,0,1,0,0)
2x = 0, (2.22)

Jz θ̈z + k1(L1x − L10x)L(0,0,0,0,1)
1x

+ k2(L2x − L20x)L(0,0,0,0,1)
2x = 0, (2.23)

Jy θ̈y + k1(L1x − L10x)L(0,0,0,1,0)
1x

+ k2(L2x − L20x)L(0,0,0,1,0)
2x = 0 (2.24)

未知変数 θxg に依存しない場合，同じく，次の 4つの運

動方程式となる:

− gm1 cos(θyg) − m1rg θ̇
2
yg + m1r̈g + m1 sin(θyg)ẍ0

+ m1 cos(θyg)z̈0 + k1 (L1x − L10x) L
(0,1,0,0,0)
1x

+ k2 (L2x − L20x) L
(1,0,0,0,0)
2x = 0, (2.25)

m1r
2
g θ̈yg + 2m1rg ṙg θ̇yg

+ m1 cos(θyg)rgẍ0 − m1rg sin(θyg)z̈0

+ gm1rg sin(θyg) + k1(L1x − L10x)L(0,1,0,0,0)
1x

+ k2(L2x − L20x)L(0,1,0,0,0)
2x = 0, (2.26)

Jz θ̈z + k1(L1x − L10x)L(0,0,0,0,1)
1x

+ k2(L2x − L20x)L(0,0,0,0,1)
2x = 0, (2.27)

Jy θ̈y + k1(L1x − L10x)L(0,0,0,1,0)
1x

+ k2(L2x − L20x)L(0,0,0,1,0)
2x = 0 (2.28)

未知変数 θy に依存しない場合，同じく，次の 4つの運動

方程式となる:

m1r̈g + m1rg θ̇
2
yg − m1rg θ̇

2
xg cos(θyg)2 + m1 sin(θyg)ẍ0

+ m1ÿ0 cos(θyg) sin(θxg) + m1z̈0 cos(θxg) cos(θyg)

− m1g cos(θxg) cos(θyg) + k1 (L1x − L10x) L
(1,0,0,0,0)
1x

+ k2 (L2x − L20x) L
(1,0,0,0,0)
2x = 0, (2.29)

m1r
2
g θ̈yg + m1r

2
g θ̇2

xg cos(θyg) sin(θyg)

+ 2m1rg ṙg θ̇yg + m1rgẍ0 cos(θyg)

− m1rg ÿ0 sin(θxg) sin(θyg) − m1rg z̈0 cos(θxg) sin(θyg)

+ m1rgg cos(θxg) sin(θyg) + k1(L1x − L10x)L(0,1,0,0,0)
1x

+ k2(L2x − L20x)L(0,1,0,0,0)
2x = 0, (2.30)

m1r
2
g θ̈xg cos(θyg)2 + 2m1rg ṙg θ̇xg cos(θyg)2

− 2m1r
2
g θ̇xg θ̇yg cos(θyg) sin(θyg)

+ m1rg ÿ0 − m1 cos(θxg) cos(θyg) cos(θyg)rg z̈0 sin(θxg)

+ m1rgg cos(θyg) sin(θxg) + k1(L1x − L10x)L(0,0,1,0,0)
1x

+ k2(L2x − L20x)L(0,0,1,0,0)
2x = 0, (2.31)

Jz θ̈z + k1(L1x − L10x)L(0,0,0,0,1)
1x

+ k2(L2x − L20xL
(0,0,0,0,1)
2x = 0 (2.32)

さらに変数を減らす場合や組合せる場合も考えられるが，

複雑な場合には Lagrange関数に戻り変数関係を整理して

から運動方程式を導出する方がよい．
3 個別の振動 modeにバネを考慮した場合

Lagrange関数 (2.6)から，個々の振動 modeの運動方程

式を導出する.

3.1 Mode 1 (遊動円木 mode)

振動mode 1の場合，θxg = 0, θz = 0, L1x[rg, θyg, 0, θy, 0]

とおいて，(2.6)-(2.11)式より，Lagrange関数と 3つ (rg,

θyg, θy)の運動方程式は次のようになる:

L11 =
m1

2

(
ṙ2
g + r2

g θ̇2
yg + 2ṙgẋ0 sin(θyg)

+2ṙg ż0 cos(θyg) + ẋ2
0 + ẏ2

0 + ż2
0

+2rg θ̇yg (ẋ0 cos(θyg) − ż0 sin(θyg))
)

+
Jy

2
θ̇2

y + m1g(cos(θyg)rg + z0)

− k1

2
(L1x − L10x)2 − k2

2
(L2x − L20x)2 , (3.1)

m1

(
r̈g − rg θ̇

2
yg + sin(θyg)ẍ0 + cos(θyg)z̈0

)
− gm1 cos(θyg) + k1 (L1x − L10x)L

(1,0,0,0,0)
1x

+ k2 (L2x − L20x)L
(1,0,0,0,0)
2x = 0, (3.2)

m1

(
r2
g θ̈yg + 2rg ṙg θ̇yg + rgẍ0 cos(θyg) − rg z̈0 sin(θyg)

)
+ m1grg sin(θyg) + k1(L1x − L10x)L(0,1,0,0,0)

1x

+ k2(L2x − L20x)L(0,1,0,0,0)
2x = 0, (3.3)

Jy θ̈y + k1(L1x − L10x)L(0,0,0,1,0)
1x

+ k2(L2x − L20x)L(0,0,0,1,0)
2x = 0 (3.4)

この場合の L1x, L2x は次式である:

L1x =
√ (

a2
1 + c2

1 − 2a1c1 cos(θy) + r2
g

+2rg(a1 cos(θyg) sin(θy)

+(c1 − a1 cos(θy)) sin(θyg))), (3.5)

L2x =
√ (

a2
1 + c2

1 − 2a1c1 cos(θy) + r2
g

−2rg(a1 cos(θyg) sin(θy)

+(c1 − a1 cos(θy)) sin(θyg))) (3.6)

静止平衡状態では，θyg = 0, θy = 0, rg = rg0 とおい

て，力の静釣合いの式が導かれる:

− gm1 + m1z̈0 + k1 (L1x − L10x) L
(1,0,0,0,0)
1x

+ k2 (L2x − L20x) L
(1,0,0,0,0)
2x = 0, (3.7)

m1rg0ẍ0 + k1(L1x − L10x)L(0,1,0,0,0)
1x

+ k2(L2x − L20x)L(0,1,0,0,0)
2x = 0, (3.8)

k1(L1x − L10x)L(0,0,0,1,0)
1x

+ k2(L2x − L20x)L(0,0,0,1,0)
2x = 0 (3.9)

紐の静止平衡解は，次式となる:

L1x0 = L2x0 =
√

a2
1 − 2a1c1 + c2

1 + r2
g0 ≡ L00 (3.10)



これにより，(3.2), (3.3)式は次のようになる:

−gm1 + m1z̈0 = 0, m1rg0ẍ0 = 0 (3.11)

ここでは，外部からの励振の項は別にして，バネ自身の

静止平衡解を用いたのでバネの項が消失しているが，バ

ネが伸びて棒や木片の自重と釣合う解がある．なお，静

止平衡解は (3.4)式を満足する．

3.2 Mode 2 (ブランコ mode)

振動 mode 2の場合，θz = 0, θyg = 0, θy = 0とおいて，

(2.6)-(2.11)式より，Lagrange関数と 2つ (rg, θxg) の運

動方程式は次のようになる:

L12 =
m1

2

(
ṙ2
g + r2

g θ̇2
xg + 2ṙg ẏ0 sin(θxg)

+ 2ṙg ż0 cos(θxg) + ẋ2
0 + ẏ2

0 + ż2
0

+2rg θ̇xg (ẏ0 cos(θxg) − ż0 sin(θxg))
)

+ m1g(cos(θxg)rg + z0) −
k1

2
(L1x − L10x)2

− k2

2
(L2x − L20x)2 , (3.12)

m1

(
−rg θ̇

2
xg + r̈g + sin(θxg)ÿ0 + cos(θxg)z̈0

)
− gm1 cos(θxg) + k1 (L1x − L10x) L

(1,0,0,0,0)
1x

+ k2 (L2x − L20x) L
(1,0,0,0,0)
2x = 0, (3.13)

m1

(
r2
g θ̈xg + 2rg ṙg θ̇xg + rg ÿ0 cos(θxg) − rg z̈0 sin(θxg)

)
+ m1rgg sin(θxg) + k1(L1x − L10x)L(0,0,1,0,0)

1x

+ k2(L2x − L20x)L(0,0,1,0,0)
2x = 0 (3.14)

この場合の L1x, L2x は次式である:

L1x = L2x =
√

a2
1 − 2a1c1 + c2

1 + r2
g (3.15)

静止平衡状態では，θxg = 0, rg = rg0 とおいて，力の静

釣合いの式が導かれる:

− gm1 + m1z̈0 + k1 (L1x − L10x)L
(1,0,0,0,0)
1x

+ k2 (L2x − L20x) L
(1,0,0,0,0)
2x = 0, (3.16)

m1rg0ÿ0 + k1(L1x − L10x)L(0,0,1,0,0)
1x

+ k2(L2x − L20x)L(0,0,1,0,0)
2x = 0 (3.17)

紐の静止平衡解は，次式となる:

L1x0 = L2x0 =
√

a2
1 − 2a1c1 + c2

1 + r2
g0 (3.18)

これにより，(3.13), (3.14)式は次のようになる:

−gm1 + m1z̈0 = 0, m1rg0ÿ0 = 0 (3.19)

この場合にも，外部励振の項は別にして，バネ自身の静

止平衡解を用いたのでバネの項が消失しているが，バネ

が伸びて棒や木片の自重と釣合う解がある．

3.3 Mode 3 (捩れ振動 mode)

振動mode 3の場合，θxg = 0, θyg = 0, θy = 0とおいて，

(2.6)-(2.11)式より，Lagrange関数と 2つ (rg, θz)の運動

方程式は次のようになる:

L13 =
m1

2
(
ṙ2
g + 2ṙg ż0 + ẋ2

0 + ẏ2
0 + ż2

0

)
+

Jz

2
θ̇2

z

+ m1g(rg + z0) −
k1

2
(L1x − L10x)2

− k2

2
(L2x − L20x)2 , (3.20)

m1 (r̈g + z̈0) − m1g + k1 (L1x − L10x) L
(1,0,0,0,0)
1x

+ k2 (L2x − L20x) L
(1,0,0,0,0)
2x = 0, (3.21)

Jz θ̈z + k1(L1x − L10x)L(0,0,0,0,1)
1x

+ k2(L2x − L20x)L(0,0,0,0,1)
2x = 0 (3.22)

この場合の L1x, L2x は次式である:

L1x = L2x =
√

a2
1 + c2

1 − 2a1c1 cos(θz) + r2
g (3.23)

静止平衡状態では，θz = 0, rg = rg0 とおいて，力の静釣

合いの式が導かれる:

m1z̈0 − m1g + k1 (L1x − L10x) L
(1,0,0,0,0)
1x

+ k2 (L2x − L20x) L
(1,0,0,0,0)
2x = 0, (3.24)

k1(L1x − L10x)L(0,0,0,0,1)
1x

+ k2(L2x − L20x)L(0,0,0,0,1)
2x = 0 (3.25)

紐の静止平衡解は，次式となる:

L1x0 = L2x0 =
√

a2
1 − 2a1c1 + c2

1 + r2
g0 (3.26)

これにより，(3.21), (3.22)式は次のようになる:

−gm1 + m1z̈0 = 0, (3.27)

やはり，外部励振の項は別にして，バネ自身の静止平衡

解を用いたのでバネの項が消失しているが，バネが伸び

て棒や木片の自重と釣合う解がある．

4 おわりに

本研究は，文献[1] に刺激されて始まっているが，3つの振

動 modeがあり，質量や慣性 momentの振子運動への影

響に注目し教材として整備する計画で進めて来た[2]–[7] ．

本報告では，2011年度の卒業研究で行った実験[8], [9] を契

機に 2点吊り物理振子の紐の弾性効果を考慮した model

解析を行った．2点吊り振子の 3つの振動 modeの実測

値と線形理論値との対応を述べ，mode 1, 2の非線形連成

振動系の運動方程式を導いた[11]–[15] しかしながら，紐の

弾性効果は運動方程式 (2.7)- (2.11)のいずれにも含まれ，

攪乱について運動方程式を線形化しても線形連成振動系

となると解析上の扱いがかなり複雑になる．その点につ

いては，さらに検討したい．．

棒材による 2 点吊り振子では 3 つの modeの共存点

(Fig.2)が見られ，免震効果を検討する上で mode間相互

作用の検討が必要なことを示している．床材等による多

点吊り振子の場合に対しても，mode間の振動解析の検討

を要すると思われる．また，mode 2, 3や mode 3, 1また



はmode 1, 2, 3の非線形連成振動を解析する計画である．

本報告では，Lagrange関数の記述と運動方程式の導出

等を示した．紐の伸縮の弾性的効果が「紐の長さが一定

の条件を用いて変数間の関係式を導いた場合」と比べ，原

理的には解けているが，新たな力学問題を考察し，変数

間の関係式の扱いが異なることに因る数値的解法過程の

検討に時間を要している．本報告での力学問題の定式化

に基づき，別報[16] では，線形バネと幾何学的非線形効果

とブランコ modeの非線形振動解析に取組み，非線形振

動の解明が進んでいることを付記しておく．
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