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Abstract: A uniform density bar is suspended at its two ends by two strings whose two end points are attached to an upper static

wall. The bar may swing or make torsional oscillation in a vertical plane from its equilibrium rest state, which is called bifilar

suspension pendulum. When the distance between the two points is longer or shorter than the bar length, the bar attitude may

change during swinging of the bar. When it is just the same, the bar swings with keeping the attitude horizontal. Taking into

account this particular property of the pendulum, some device for seismic mitigation has been proposed. In this connection, we

make analysis from linear to nonlinear stage of various modes of oscillations, and some exact mechanical equations are derived

for free swinging mode. Fundamental results are discussed here and some of them will be solved in the following papers.
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1 はじめに

先に「振子は最も基本的な免震手法であるにも関わらず，

構造物の免震デバイスとしての実施例は極めて少ない」[1]

と現状分析され，一連の「並進振子原理を用いた免震シス

テムの開発」[1]–[4] が進められて来ている．そこでは，2つ

の支持点から糸で対称に吊るされた遊動円木状の振子 (2

点吊り振子) を考え，円木と吊り材の質量は無視して，円

木上の物体の小振幅振動の免震 (振)効果が実験的・理論的

に解明されている．また，最近 Zhou & Ji[5] により，遊動

円木の自由振動の線形問題が支持点の条件を拡張して解析

的に解かれており，吊橋や床の免振問題への応用を意図し

て様々な振動例が述べられている．

2点吊り振子の力学問題[6] では，2本の糸で一様な密度

の棒 (遊動円木) の端を吊り下げている静止平衡状態につ

いて，座標値を用いて束縛条件が記述され，それを平面極

座標による角度の非線形関数方程式として，図式解法に

より解いた．しかし，その座標値間の関係式の逆変換が多

価関数であるため厳密な扱いは面倒になる．この静止平衡

状態周りの振子運動は，糸と円木の成す鉛直面内で揺れる

“mode 1”とそれに垂直な鉛直面内で揺れる “mode 2”があ

る．「2本吊り」[7] として，鉛直軸回りの円木の捩れ振動は，

“mode 3”に分類され，その静止平衡状態の角度の関数方程

式も図式解法で解かれた．また，“mode 1”の変形に「襷が

け振子」[8] がある．これらは，鉛直面あるいは水平面での
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運動の分類であり，さらに一般化すると球座標での表現が

求められるが，それは将来的課題となろう．先行研究[1], [6]

の線形自由振動の結果を踏まえ，支持点の時間的変位によ

る励振問題や非線形振動問題への展開が求められる．

本研究では，これらの力学問題の理論解析にあたり，基

本的な線形振動 modeを求めるが，線形振動のみならず非

線形振動に関しても可能な限り厳密に扱い，機械振動学的

実験・電気電子工学的計測システム・力学現象の数学モデ

ルと数値 simulation等が相互に関連して専門学科の枠を

越えて共同教育研究を進め，非線形力学・カオス工学への

crossoverとして位置づける．また，これらの振子の支持点

からの励振の問題があり，それらの免振・制振効果に関し

て数値的解析，実験的解明を図り，計測系の構築を進める

計画である．本報告では，2点吊り振子の基本運動を解析

する．

2 2点吊り振子の静止平衡状態周りの揺動

水平面上の 2点 C1, C2 (距離 2c)に長さ L1, L2の糸の端を

繋ぎ，他端を長さ 2aの円木の端点 A, B に繋いで，円木を

吊り下げると，重力の作用で円木を鉛直面 C1, A, B, C2 内

で揺動させることができる．これを 2点吊り振子 (“mode

1” の振動) と呼ぶ．Fig.1(a)には c > a で L2 = L1 の配

置の一様密度の円木の振子 (対称 2点吊り振子) の静止平

衡状態が示されており，破線のように運動するとき糸の振

れと円木の振れ (傾き)が逆位相となり，円木は並進・回転

運動する．Fig.1(b)の c < aの場合では糸と円木の振れが

同位相となる．ほかに，並進振子 (c = a)の場合には，振

子が揺れても円木は水平に保たれ，円木は並進運動する．

c = 0 では物理振子となり，a = 0 では円木を質点と見做

せて “V 字型振子” となる (なお，“V 字型振子” が「2点吊



り振子」または「bifilar suspension pendulum」を表す場合

があるので，注意されたい)．
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Fig.1 Bifilar suspension pendulum. (a)c > a and (b)c < a.

Such configurations are guaranteed by the mechanical

balance conditions (2.7) and (2.8).

Fig.1 の振子の配置を表すために，デカルト座標系

(x, y, z) の原点を O に取り，右向き水平に x 軸，鉛直

下方に z 軸を取る．糸に束縛されて，円木は一般には 3次

元運動するが，ここでは y = 0 の鉛直面内で 2次元運動

すると仮定する．左側支持点 C1 の位置を (x0, z0)と表し，

静止壁面の場合には一定値とし，壁面の時間変位を考慮す

るときには (x0, z0)を時間の既知関数とする．右側支持点

C2の位置は (x0 +2c, z0)と表わされる．鉛直面 C1, A, B,

C2 内に取った平面極座標系 (r, θ)を用い，左側支持点 C1

を通る鉛直軸と糸が成す角度を θ1 とし，右側支持点 C2 を

通る鉛直軸と糸が成す角度を θ2 と表すと，円木の各端点

の座標は次式で表される:
左側端点 A : (xA, zA)

= (x0 + L1 sin(θ1), z0 + L1 cos(θ1)) ,

右側端点 B : (xB , zB)
= (x0 + 2c + L2 sin(θ2), z0 + L2 cos(θ2))

(2.1)

ここで，円木が一様な線密度 ρを持つとすると，円木の質

量はm1 = 2aρであり，重心の位置 (xG, zG)は，円木の中

央になるから，次のように表される:
xG = (xA + xB) /2

= x0 + c + (L2 sin(θ2) + L1 sin(θ1)) /2,

zG = (zA + zB) /2
= z0 + (L2 cos(θ2) + L1 cos(θ1)) /2

(2.2)

円木の並進運動は (xG, zG)を用いて記述され，円木の重心

回りの鉛直面内の回転 (y 軸回りの回転) は角度 ϕ で記述

される．水平面を基準として測った円木の傾き角度 ϕは，

次式で定義される:

tan(ϕ) = − zB − zA

xB − xA

= − L2 cos(θ2) − L1 cos(θ1)
2c + L2 sin(θ2) − L1 sin(θ1)

(2.3)

これにより，右側端点 B の位置は次式でも表される:

(xB , zB) = (xA + 2a cos(ϕ), zA − 2a sin(ϕ)) (2.4)

これらを用いて，円木の端点間の距離 (円木の長さ)の自乗

(2a)2 が求められる:

(2a)2 = (xB − xA)2 + (zB − zA)2 (2.5)

(2.5)式を考慮して，等高線処理による作図のために，関数

F (θ1, θ2)を次式で定義する:

F (θ1, θ2) ≡ (xB − xA)2 + (zB − zA)2 − (2a)2

= (2c + L2 sin(θ2) − L1 sin(θ1))
2

+ ( L2 cos(θ2) − L1 cos(θ1))
2 − (2a)2 (2.6)

即ち，F (θ1, θ2) = 0 が (2.5)式であり，角度 θ1 (−π/2 ≤
θ1 ≤ π/2)と θ2 (3π/2 ≤ θ2 ≤ 5π/2)の間の関係を与える

超越方程式であり，解は解析的に求められる．

糸の長さが等しい場合 (L1 = L2)には，対称 2点吊り振

子 (振子が静止平衡状態において，糸の張力と円木の自重

の釣合並びに力の momentの釣合により，鉛直軸に対して

左右対称に配置されることを意味する)である．Fs(θ1, θ2)

(対称 2点吊り振子の代表的な配置に対する F (θ1, θ2)) の

等高線図の例を Fig.2に示す．図では，横軸を θ1，縦軸を

θ2 として，関数の値域を 4つに分けて，Fs(θ1, θ2) > 1，

0 < Fs(θ1, θ2) < 1，−1 < Fs(θ1, θ2) < 0，Fs(θ1, θ2) < −1

の順に明るい色から色分けしている．3 本の境界の曲線

(Fs(θ1, θ2) = 1, Fs(θ1, θ2) = 0, Fs(θ1, θ2) = −1) の中央

が解 Fs(θ1, θ2) = 0である．
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(a) c = 1. (b) c = 1.5. (c) c = 0.5.

Fig.2 Contour plot ofFs(θ1, θ2) in the(θ1, θ2) plane, where

L2 = L1 = 1 anda = 1.

Fig.2で，Fs(θ1, θ2) = 0の解曲線と θ2 = 2π−θ1の直線

の交点が静止平衡解 (即ち，θ1 = α, θ2 = 2π − αで，αの

表式は (2.9)式に示される)を表す．Fig.2(a)は c = a = 1

(並進振子)の場合の Fs(θ1, θ2)の等高線図であり，運動中

に糸と円木は平行四辺形を成し，静止平衡解は θ1 = α = 0,

θ2 = 2π と表され，ϕ = 0 なので円木は水平に保たれる．

Fig.2(b)の等高線図は c = 1.5, α = 30◦ = π/6 の場合で

あり，Fs(θ1, θ2) = 0 の解は上に凸の曲線であり，θ2 が



θ1 の二価関数となる領域が見られる．Fig.2(c)は c = 0.5,

α = −30◦ = −π/6の場合であり，解は下に凸の曲線であ

る．いずれの場合も，θ1 = α の近傍での角変位について

線形化できる．

この系の静止平衡状態は，糸の張力 S1, S2 (S1 ≥ 0,

S2 ≥ 0)と円木の重力による力の釣り合いで与えられ，対

称 2点吊り振子の場合の静止平衡解が示される:
−S1 sin(θ1) + S2 sin(2π − θ2) = 0 → S1 = S2,

S1 cos(θ1) + S2 cos(2π − θ2) = m1g

→ 2S1 cos(α) = m1g

(2.7)

このときの C1, C2 点の回りの力の momentの釣合は，次

のように表わされる:{
−(xG − x0)m1g + 2cS2 cos(2π − θ2) = 0,

−2cS1 cos(θ1) + (2c + x0 − xG)m1g = 0
(2.8)

これらは，(2.7)式の後者の式を導く．Fig.1, 2の場合につ

いて，これらの関係式は満足されている．つまり，Fig.1の

壁・糸・円木の配置と円木の重心位置が力学的に適合して

いる保証を (2.7), (2.8)が与えている．

2.1 対称 2点吊り振子の静止平衡状態と攪乱状態 (微小

攪乱)

対称 2点吊り振子の静止平衡状態は θ1 = α, θ2 = 2π − α,

Fs(θ1, θ2) = 0と表され，解 αが求められる:

Fs(θ1, θ2) = Fs(α, 2π − α) = 0

= 4c2 − 4a2 − 8cL1 sin (α) + 4L2
1 sin2 (α)

sin (α) =
c ∓ a

L1
→ α = arcsin

(
c ∓ a

L1

)
(2.9)

静止平衡解 α (−π/2 ≤ α ≤ π/2) が存在するための条件

は，|(c ∓ a)/L1| ≤ 1 である．(2.9)式の復号の正の場合

(区別のため α = α2 と表す)は，襷がけ振子の静止平衡状

態を表す．ここでは，復号の負の場合 (α = α1) を扱う．

ここで，h = L1 cos(α1)とおいて，振子の静止平衡状態を

規定する parameterα1, β を先例[3] に習い次のように定義

する:

tan(α1) =
c − a

h
, β =

c

a
(2.10)

これは，0 < α1 < π/2のときに tan(α1) > 0, β > 1 (つま

り Fig.1(a)の配置の静止平衡状態)となり,−π/2 ≤ α1 < 0

のときには tan(α1) < 0, β < 1 (Fig.1(b)の静止平衡状態)

である．特別な場合として，β = 0 (α1 < 0)は C1, C2 点

が 1点となる場合 (物理振子)である．また，β = 1 (a = c,

α1 = 0) は C1, A, B, C2 点は静止平衡状態では長方形の

頂点となり，運動するときには平行四辺形となるから，円

木 AB の姿勢は水平に保たれる．この場合が並進振子で

ある．

静止平衡状態に攪乱 θ11 のみを加えて，θ1 = α1 + θ11,

θ2 = 2π − α1 + θ11 とおくと，Fs(θ1, θ2)は次式となる:

Fs(θ1, θ2) = Fs(α1 + θ11, 2π − α1 + θ11)

= 8c (c − a) (1 − cos(θ11)) (2.11)

即ち，c = 0 (β = 0), c = a (β = 1) の場合には，

Fs(θ1, θ2) = 0 が成り立つので，攪乱状態は θ11 で表現

できる．そのほかの場合，1 − cos(θ11) = O(θ2
11) の程度

であるから，その近似の範囲で θ11 が解である．ここから

Fs(θ1, θ2) = 0 の近似解 θ2 = 2π − α1 + θ11 + O(θ2
11) を

求めることもできるが，ここでは攪乱の leading termの具

体形として記録するに留めておき，次の小節で厳密解を求

める．

更に，攪乱の大きさの程度と相互関係を調べるため，先

に求めた静止平衡状態 (θ1, θ2, ϕ) = (α1, 2π − α1, 0) に撹

乱 ε(θ11, θ21, ϕ1) (0 < ε ¿ 1は微小 parameter)を加え，次

のように表す:

(θ1, θ2, ϕ) = (α1 + εθ11, 2π − α1 + εθ21, εϕ1) (2.12)

この攪乱状態を (2.3)式と方程式 Fs(θ1, θ2) = 0に代入し，

それらを静止平衡状態の周りで Taylor展開し，撹乱の 2次

の量まで求めると次の関係式が導かれる:

1
2

(β1(θ11 + θ21) + 2ϕ) ε +
hβ

(
θ2
11 − θ2

21

)
4a

ε2

+ O(ε3) = 0, (2.13)

− 4ah(θ11 − θ21)ε +
[
L2

1(θ11 − θ21)2

+2a2β1

(
θ2
11 + 2β1θ11θ21 + θ2

21

)]
ε2

+ O(ε3) = 0 (2.14)

但し，β1 = β − 1 である．後者から θ11 = θ21 を得るか

ら，前者に代入して，ϕ1 が θ11 で表される:

ϕ1 = −β1θ11 (2.15)

即ち，c > a (β > 1)のとき ϕ1 と θ11 とは逆位相であり，

c < a (β < 1)のとき ϕ1 と θ11 は同位相となることが確認

できる．

2.2 静止平衡状態周りの円木の攪乱の記述と円木の運動

対称 2点吊り振子の場合，静止平衡解に攪乱 θ11, θ21 を加

えて，次のように表すことができる:

Fs(α1 + θ11, 2π − α1 + θ21)

= 4c2 − 4a2 + 2L2
1 − 4cL1 sin (α1 + θ11)

+ a1 sin(θ21) − b1 cos(θ21)

= d1 + c1 sin(θ21 − γ) = 0 (2.16)

ここに含まれる角度 γ ≡ γ(θ11)は次式で定義される:

γ = arcsin(b1/c1) (−π/2 ≤ γ ≤ π/2) (2.17)



また，(2.16)式の係数 a1-d1 は次式で定義される:
a1 = 4cL1 cos(α1) − 2L2

1 sin(2α1 + θ11),
b1 = 2L2

1 cos(2α1 + θ11) + 4cL1 sin(α1),

c1 =
√

a2
1 + b2

1,

d1 = 4c2 − 4a2 + 2L2
1 − 4cL1 sin (α1 + θ11)

(2.18)

これらを用いて (2.16)式が書き換えられ，θ21 は θ11 の関

数で表される:

θ21 ≡ θ21(θ11) = γ − arcsin
(

d1

c1

)
(2.19)

この解と等高線処理による図式解法で得られた解 Fs(α1 +

θ11, 2π − α1 + θ21) = 0を Fig.3に示す．(2.19)式の解析

解 θ21(θ11) (黒い実線)は，解が θ11 の一価関数として表さ

れている領域では完全に図式解法の解と一致していること

が分かる．更に，三角関数の逆関数 (多価関数)の領域ごと

の表現に対応して解析解を構成する必要がある．

以上の θ21(θ11) の解析結果を考慮して，ϕ の関係式は

次のようになり，逆正接関数を用いて，ϕ の解析的表現

ϕ = 0 + ϕ1 (ϕ1 ≡ ϕ1(θ11, θ21(θ11))が求められる:

tan(ϕ1) = − cos(α1 − θ21) − cos(α1 + θ11)
2c/L1 − sin(α1 − θ21) − sin(α1 + θ11)

(2.20)

この場合，関数 θ21(θ11)は (2.19)式の逆正弦関数の定義領

域の制限に影響されるので注意が必要である．
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(a) c = 1. (b) c = 1.5. (b) c = 1.99. (c) c = 0.5. (c) c = 0.1.

Fig.3Contour plot of analytic solutionθ21(θ11) (black solid line) given by (2.19) and contour plot ofFs(α1 +θ11, 2π−α1 +θ21)

in the(θ1, θ2) plane, whereL1 = 1, a = 1 andα1 = arcsin[(c − a)/L1]. The three thin solid curves are forFs = 1, Fs = 0

andFs = −1.

円木の並進運動は (2.2)式の (xG, zG) を用いて記述さ

れ，θ21 は θ11 の関数である．円木の重心回りの鉛直面内

の回転 (y 軸回りの回転)は (2.20)式の角度 ϕ = 0 + ϕ1 で

記述され，ϕ1 は θ11, θ21 の関数である．重心回りの円木の

慣性 momentJ は J =
2
3
ρa3 =

1
3
m1a

2 と求められ，回転

の運動 energyは
J

2
ϕ̇2
１ と表される．また，重力 potential

energyは −m1gzG である．よって，円木の運動を記述す

る Lagrange関数 L1 は次のように表される:

L1 =
m1

2
(
ẋ2

G + ż2
G

)
+

J

2
ϕ̇2 + m1gzG (2.21)

この Lagrange関数 L1 は，静止平衡状態と攪乱状態の重ね

合わせ (θ1 = α1 + θ11, θ2 = 2π − α1 + θ21, ϕ = 0 + ϕ1)

で表現されて，静止平衡解の周りで攪乱 θ11, θ21(θ11),

ϕ1(θ11, θ21(θ11))に対して整理でき，次のように表される:

L10 = K1 − U1,

K1 =
J

2

(
dϕ1

dθ11

)2

θ̇2
11 +

m1

8
L2

1

[
1 +

(
dθ21

dθ11

)2

+2 cos(2α1 + θ11 − θ21)
dθ21

dθ11

]
θ̇2
11

U1 = −m1g
L1

2
[cos(α1 + θ11)

+ cos(α1 − θ21)] − m1gz0

(2.22)

ここで，(2.19)式により，θ̇21 = θ̇11 (dθ21/dθ11) である．

ϕ̇1 は，(2.20)式と (2.19)式により，θ11, θ21 で表される．

以上の結果，(2.22)式は円木の運動を角度攪乱 θ11 で記述

する．

静止壁面の場合，円木は自由振動し，Lagrange関数 (2.22)

を構成している運動 energyK1 と重力 potential energyU1

の和の力学的 energyE1 は保存量である:

E1= K1 + U1 (2.23)

これにより，位相面図を描き，E1 が一定値のときの運動の

特徴を表示できる．なお，重力 potential energyU1 に基づ

き，2.4節で運動の特徴が説明される．また，E1 が保存す

ることは，数値計算精度の保証を得るために用いられる．

2.3 対称 2点吊り振子上の物体の運動

Fig.4は円木上に物体がある場合の静止平衡状態を表し，

円木の重心位置から物体の重心までの高さは hg である．

円木と共に物体も傾くとき，回転 momentを生じる．

2a

2c

θ2θ1

x

z

(x0,z0)
O

A

C2

B

C1

hg

Fig.4 A body with the height of its center of masshg, on the

bifilar suspension pendulum.



円木に載せた質量 m2 の物体の重心の座標 (xG2, zG2)

は，重心の高さ hg を用いて，次のように表わされる:{
xG2 = xG − hg sin(ϕ)
zG2 = zG − hg cos(ϕ)

(2.24)

物体の運動を記述する Lagrange関数 L2 は，物体重心の並

進運動と重心回りの回転運動と重力を考慮して，次のよう

に表される:

L2 =
m2

2
(
ẋ2

G2 + ż2
G2

)
+

J2

2
ϕ̇2 + m2gzG2 (2.25)

これに (2.24)式を代入して整理すると，次式を得る:

L20 = K2 − U2,

K2 =
m2

8
L2

1

[
1 +

(
dθ21

dθ11

)2

+2 cos(2α1 + θ11 − θ21)
dθ21

dθ11

]
θ̇2
11

−m2

2
L1hg

[
cos (α1 + θ11 − ϕ1)

dϕ1

dθ11

+cos (α1 − θ21 + ϕ1)
dθ21

dθ11

dϕ1

dθ11

]
θ̇2
11

+
J + m2h

2
g

2

(
dϕ1

dθ11

)2

θ̇2
11,

U2 = −m2gz0 − m2g

[
L1

2
[cos(α1 + θ11)

+ cos(α1 − θ21)] − hg cos(ϕ1)
]

(2.26)

ここでも，(2.19)式により，θ̇21 = θ̇11 (dθ21/dθ11)である．

ϕ̇1 は，(2.20), (2.19)式により θ11, θ21 で表される．その結

果，(2.26)式は物体の運動を角度攪乱 θ11 で記述できる．

静止壁面の場合，物体は自由振動し，Lagrange関数 (2.26)

を構成している運動 energyK2 と重力 potential energyU2

の和の力学的 energyE2 は保存量である:

E2= K2 + U2 (2.27)

これにより，位相面図を描き，E2 が一定値のときの運動の

特徴を表示できる．E2 が保存することは，数値計算精度

の保証を得るために用いられる．重力 potential energyU2

は次の小節で説明される．

2.4 重力 potential energy

Lagrange関数 (2.22), (2.26)に含まれる重力 potential en-

ergyを θ11 の関数として，次のように定義する:
U1(θ11)= −m1gzG(θ11) + 10,

U2(θ11)= −m2gzG2(θ11),
U(θ11) = U1(θ11) + U2(θ11)

(2.28)

但し，U1(θ11)は円木の重力 potential energyであり，作図

のため一定値 10だけ shiftさせている．U2(θ11)は物体の

重力 potential energyであり，U(θ11)はそれらの合成であ

る．なお，(2.22), (2.26)式の重力 potential energyに含まれ

る一定値 z0 は Lagrangeの運動方程式には現れないので，

(2.28)式に z0 を考慮する必要はない．並進振子 (a = c)で

は ϕ1 = 0となり，(2.28)の重力 potential energyは，いず

れも下に凸で，θ11 = 0 の軸に対して対称な形状となる．

そうでない場合 (a 6= c, c = 1.5, a = 1) には，ϕ1 も変化

して (Fig.5a)，θ11 と逆位相となる．一例として，m1 = 1,

m2 = 1, g = 9.8, hg = 1 と取ると，重力 potential energy

は，θ11 = 0の軸に対して非対称な形状となる (Fig.5b-5d)．

hg が増加すると，U2(θ11) は hg cos(ϕ1) の項に起因して

下に凹になる (hg = 3の Fig.6, hg = 5の Fig.7)．つまり，

重心の高さ hg が増加すると，物体が転倒・吊り下がりす

ることを表す．物体の重心の高さが下がり，hg = 0 のと

きには U2(θ11)は U1(θ11)と同形となる．

一方，c = 0.5, a = 1 の場合には，ϕ1 の変化 (Fig.8a)

は θ11 と同位相となり，Fig.5aとは異なる．この場合に

も，重力 potential energyは，θ11 = 0の軸に対して非対称

な形状となる (Fig.8b-8d)．hg が増加すると，U2(θ11) は

hg cos(ϕ1)の項に起因して下に凹になる．
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3 おわりに

前報[6], [9] では，2点吊り振子の 3つの振動modeの特徴を

述べ，それらの振子の静止平衡状態を表す幾何学的関係式

を図式解法により解いた．それに続き，本報告では，対称

2点吊り振子のmode 1の「遊動円木」に焦点をあて，静止

平衡状態の幾何学的関係式を解析的に解き，攪乱状態の角

度変数を用いて円木と物体の力学的 energyの厳密な関係

式を示し，重力 potential energyに基づく運動の特性を求

めた．これらと関連する線形振動は，次報[10] で扱う．本

報告の一部は，先に講演発表したこと[11]–[15]を付記する．
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