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揺動 Atwood機械の鉛直方向パラメトリック励振の数値 simulation
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Numerical Simulation of Swinging Atwood’s Machine Due to Vertical Parametric Excitation
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Abstract: Atwood’s machine is a representative device in mechanics, but it performs very complex phenomena when one body

at its end swings in a vertical plane, which is referred to as swinging Atwood’s machine. This has been extensively studied by

Tufillaro and coworkers (N. B. Tufillaro, T. A. Abbott, and D. J. Griffiths, Swinging Atwood’s Machine, American Journal of

Physics 52 (10) (1984), pp.895-903) to reveal periodic and chaotic motions. We revisited this mechanical device to make PBL

(Problem Based Learning) resources and practice problems for numerical computations. Parametric excitation of Atwood’s

pendulum may provide a new problem for practice, and vertical excitation is numerically solved in the present paper, for which

we find out periodic and chaotic solutions.
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1 はじめに

先行研究[1]–[3] によれば，近年，建築物の超高層化に伴い，

その層間移動手段であるエレベータの昇降行程の延長や高

速化が図られ，分速 1010 mもの超高速エレベータが開発

されている．このような超高速エレベータは主に吊りロー

プ式であり，そのロープの柔軟性から横振動の固有振動数

が低く，強風や長周期地震で揺らされる超高層ビルの建屋

との共振が問題となっている．また，エレベータの安全と

信頼は安全装置と主要構造部材の様々な性能評価によって

支えられている．その代表は，乗りかごの速度異常時にか

ごを緊急停止させる非常止め装置とかごを吊るワイヤロー

プの評価である[4]．これらに関して，エレベータの駆動の

仕組みや装置等が解説されている[5], [6]．以上のような最近

のエレベータの技術的課題・問題に注目して，技術者教育

を推進する立場から教材開発並びに学修課題の発掘を目指

そうというところに本研究の狙いがある．

エレベータの技術的課題は，先の一連の報告の視点から

すれば，「揺動 Atwood機械」の力学的問題が非常に近いと

言えよう．しかしながら，著者等の調査した範囲では両者

の関連を考慮した研究・報告例は見当たらず，既存の研究

成果を適用して，新たな考察を試みる価値があるよう思わ

れる．

揺動 Atwood機械の特性は，特に Tufillaro[7]–[17] により

Hamilton系の力学問題として精力的に研究されている．

Tufillaro[7] は、Atwoodの機械の一方の錘 (質量m)が揺動

することにより，非常に多彩な現象が現れることを指摘し
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ている．先に，Tufillaro[7] に習い，SAMの運動方程式の解

析と数値計算により SAMの特性を解明した[19]．本報告で

は，支持点の鉛直励振を考慮して揺動 Atwood機械の力学

問題を定式化し，運動方程式の初期値問題を数値解析する．

2 揺動 Atwood機械の運動方程式

エレベータの模式図[4] (Fig.1) では，乗りかご (cage)と釣

合錘 (counterweight)がロープで繋がれ，牽引綱車 (traction

sheave)とそらせ綱車 (sheave)とロープでつるべ式に駆動

している．綱車の巻付け角 θ と摩擦係数 µ により，張力

T1, T2 の間で，T1/T2 = exp(µθ)の関係が成り立ち，これ

はエレベータの駆動力の伝達を考慮する際に重要となる．

θ

Cage
Counterweight

Sheave
T1

T2

Traction sheave

Rope

Fig.1 Schematic of elevator model driven with ropes and

sheaves.

基本的には，左側の釣合錘は鉛直方向に上下し，右側の

乗りかごもは鉛直方向に上下する．それらを駆動する制御

則が課題となる．本報告では，しかしながら，乗りかごが

振子として自由振動する場合を考察し，力学的問題の解析
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を行い，安全についての考察を行うことする．乗りかごや

釣合錘の大きさを考慮すると物理振子を解析する必要があ

るが，ここではいずれも質点とみなす．また，ロープは，

張った状態で伸縮せず，横振動は起こらないと仮定する．

揺動 Atwood機械 (Fig.2)の左側の質量M の物体 (釣合

錘) は，左側の滑車から鉛直に吊り下がっており，上下に

運動する．右側の質量 mの錘 (乗りかご)は，右側の滑車

からの距離を r，鉛直軸との角度を θ として，鉛直面内で

振子運動する．ロープの質量は無視でき，伸縮や曲げはな

く，ロープの全長 r0 は一定とする．水平に x 軸，鉛直下

方を z 軸とするデカルト座標系 (x, y, z) と平面極座標系

(r, θ)を用い，2つの錘の位置は，次式で表わされる:
xM = x0, zM = z0 + r0 − r − c,

xP = x0 + c + r sin(θ),
zP = z0 + r cos(θ)

(2.1)

ここでは，支持点 (綱車) の位置 (x0, z0) が時間の周期関

数で与えられる場合を考える．これは地震などによりエレ

ベータが設置されている建屋が振動し，その影響を受けて

エレベータが振動する問題に対応する．

M m

r
θ

O(x0, z0) O2(x0 + c, z0)

(x0, z0 + r0 − r − c) (xp, zp)
Fig.2 Swinging Atwood’s Machine. The bob at the right

hand side is located at(xP , zP ), where

xP = x0 + c + r sin(θ) andzP = z0 + r cos(θ).

それぞれの錘の運動 energyと重力 potential energyを求

めると，この系の運動を記述する Lagrange関数 Lは次の
ように表わされる:

L =
µ

2
(
ẋ2

M + ż2
M

)
+

1
2

(
ẋ2

P + ż2
P

)
+ µgzM + gzP

= g (µ (r0 − r − c) + r cos(θ) + (1 + µ)z0)

+
1
2

(
(1 + µ)ṙ2 + 2 sin(θ)ṙẋ0 + (1 + µ)ẋ2

0

−2ṙż0 (µ − cos(θ)) + (1 + µ)ż2
0 + 2rẋ0θ̇ cos(θ)

−2rż0θ̇ sin(θ) + r2θ̇2
)

(2.2)

これにより，Lagrangeの運動方程式が求められ、減衰係数

c1, c2 として減衰項を加えると次式となる;

g (µ − cos(θ)) − rθ̇2 + (1 + µ)r̈ + ẍ0 sin(θ)

− z̈0 (µ − cos(θ)) = −c1ṙ, (2.3)

r
(
g sin(θ) + 2ṙθ̇ + ẍ0 cos(θ) − z̈0 sin(θ) + rθ̈

)
= −c1θ̇

(2.4)

これらは，連立非線形微分方程式であり，初期値問題とし

て解くことができる．

3 数値計算

(T1) 0 ≤ t ≤ 2π × 300, (T2) 2π × 300 ≤ t ≤ 2π × 600,

(T3) 2π × 600 ≤ t ≤ 2π × 900としたときの数値計算結果

を以下に示す。

3.1 c1 = c2 = 0.1

系の規定値を g = 1, µ = 1.0125, c1 = 0.1, c2 = 0.1,

X0 = 0, Z0 = 0.5 とおく．微分方程式系 (2.3), (2.4)式の

初期値を r(0) = 10, ṙ(0) = 0, θ(0) = 0.22, θ̇(0) = 0と設

定して，(2.3), (2.4)式を時間 (T1)で数値積分した結果を

Fig.3a-3eに示す．
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Fig.3aPhase portrait of(r, ṙ) in (T1).

-0.3 -0.2 -0.1 0.1 0.2 0.3

-0.10

-0.05

0.05

0.10

Fig.3b Phase portrait of(θ, θ̇) in (T1).
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Fig.3cTime sequence ofr(t) versust in (T1).
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Fig.3d Time sequence oḟr(t) versust in (T1).
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Fig.3eTime sequence ofθ(t) andθ̇(t) versust in (T1).

同様にして、時間 (T2)で数値積分した結果を Fig.4a-4e

に示す．
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Fig.4aPhase portrait of(r, ṙ) in (T2).
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Fig.4b Phase portrait of(θ, θ̇) in (T2).
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Fig.4cTime sequence ofr(t) versust in (T2).
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Fig.4d Time sequence oḟr(t) versust in (T2).
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Fig.4eTime sequence ofθ(t) andθ̇(t) versust in (T2).

同様にして、時間 (T3)で数値積分した結果を Fig.5a-5e

に示す.
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Fig.5aPhase portrait of(r, ṙ) in (T3).
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Fig.5b Phase portrait of(θ, θ̇) in (T3).
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Fig.5cTime sequence ofr(t) versust in (T3).
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Fig.5d Time sequence oḟr(t) versust in (T3).
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Fig.5eTime sequence ofθ(t) andθ̇(t) versust in (T3).

3.2 c1 = c2 = 0.2

系の規定値を g = 1, µ = 1.0125, c1 = 0.2, c2 = 0.2,

X0 = 0, Z0 = 0.5 とおく．微分方程式系 (2.3), (2.4)式の

初期値を r(0) = 10, ṙ(0) = 0, θ(0) = 0.22, θ̇(0) = 0と設

定して，(2.3), (2.4)式を時間 (T1)で数値積分した結果を

Fig.6a-6eに示す．
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Fig.6aPhase portrait of(r, ṙ) in (T1).
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Fig.6b Phase portrait of(θ, θ̇) in (T1).
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Fig.6cTime sequence ofr(t) versust in (T1).
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Fig.6d Time sequence oḟr(t) versust in (T1).
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Fig.6eTime sequence ofθ(t) andθ̇(t) versust in (T1).

同様にして、時間 (T2)で数値積分した結果を Fig.7a-7e

に示す.
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Fig.7aPhase portrait of(r, ṙ) in (T2).
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Fig.7b Phase portrait of(θ, θ̇) in (T2).

2500 3000 3500

5.4

5.6

5.8

6.0

6.2

Fig.7cTime sequence ofr(t) versust in (T2).
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Fig.7d Time sequence oḟr(t) versust in (T2).
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Fig.7eTime sequence ofθ(t) andθ̇(t) versust in (T2).

同様にして、時間 (T3)で数値積分した結果を Fig.8a-8e

に示す.
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Fig.8aPhase portrait of(r, ṙ) in (T3).
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Fig.8b Phase portrait of(θ, θ̇) in (T3).
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Fig.8cTime sequence ofr(t) versust in (T3).
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Fig.8d Time sequence oḟr(t) versust in (T3).
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Fig.8eTime sequence ofθ(t) andθ̇(t) versust in (T3).

3.3 c1 = c2 = 0.3

系の規定値を g = 1, µ = 1.0125, c1 = 0.3, c2 = 0.3,

X0 = 0, Z0 = 0.5 とおく．微分方程式系 (2.3), (2.4)式の
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初期値を r(0) = 10, ṙ(0) = 0, θ(0) = 0.22, θ̇(0) = 0と設

定して，(2.3), (2.4)式を時間 (T1)で数値積分した結果を

Fig.9a-9eに示す．
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Fig.9aPhase portrait of(r, ṙ) in (T1).
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Fig.9b Phase portrait of(θ, θ̇) in (T1).
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Fig.9cTime sequence ofr(t) versust in (T1).
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Fig.9d Time sequence oḟr(t) versust in (T1).
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Fig.9eTime sequence ofθ(t) andθ̇(t) versust in (T1).

同様にして、時間 (T2)で数値積分した結果を Fig.10a-

10eに示す.
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Fig.10aPhase portrait of(r, ṙ) in (T2).
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Fig.10bPhase portrait of(θ, θ̇) in (T2).
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Fig.10cTime sequence ofr(t) versust in (T2).
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Fig.10dTime sequence oḟr(t) versust in (T2).
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Fig.10eTime sequence ofθ(t) andθ̇(t) versust in (T2).

同様にして、時間 (T3)で数値積分した結果を Fig.11a-

11eに示す.
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Fig.11aPhase portrait of(r, ṙ) in (T3).
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Fig.11bPhase portrait of(θ, θ̇) in (T3).
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Fig.11cTime sequence ofr(t) versust in (T3).
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Fig.11dTime sequence oḟr(t) versust in (T3).
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Fig.11eTime sequence ofθ(t) andθ̇(t) versust in (T3).

4 おわりに

本報告では揺動 Atwood機械の運動方程式を導き，その連

立非線形 2階常微分方程式の力学的特性を論じ，数値計算

により運動を解析した．µ > 1の場合に多彩な振動現象が

起こり，カオス的振動解も見出された．

本研究遂行にあたり，本校の校長リーダーシップ経費に

よる支援を受けたことをここに記して，柳下福蔵校長に厚

くお礼申し上げます．
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